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Feuille de TD 3 - Opérations sur les espaces vectoriels

Questions du cours. Soit (E,+,-) un espace vectoriel (par exemple, £ = R™).

(a) Est-ce que U'intérsection de deux sous-espaces vectoriels dans F est un sous-espace vectoriel
de E?

(b) Est-ce que la réunion de deux sous-espaces vectoriels dans E est un sous-espace vectoriel de
E?

Donner la définition de somme de deux sous-espaces vectoriels de E.

(c)
(d) Sous quelles conditions deux sous-espaces vectoriels de E sont en somme directe ?
) Donner la définition de supplementaire d’un sous-espace vectoriel de E.

)

Quelle rélation il y a entre 1’espace vectoriel engendré par une partie A et le plus petit espace
vectoriel contenant A ?

(g) Donner la définition de coordonnées d’un vecteur par rapport a une base de F.

(h) Enoncer la formule de Grassmann.

Exercice 1. Dans R*, on considere les vecteurs u; = (1,2, —1,-3), us = (2, —1,—1,2) et uz =
(—3,2,2,—1). On note F' = Vect(uy, uz, us) le sous-espace vectoriel engendré par (uq, ug, us).
(a) Justifier que F' # R* puis calculer une équation de F.

(b) Montrer que la famille (uq,ug, us) est une base de F.

(¢) Soit v = (3,5,—1,1). Montrer que v € F puis déterminer les coordonnées de v dans la base

(Ul, u27U3)~

Exercice 2. Soit E un espace vectoriel, et V, W deux sous-espaces vectoriels de . Montrer que
V U W est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si VC W ou W C V.

Exercice 3. Montrer que dans R? les vecteurs v; = (4,-2,1) et v = (0,2,1) engendrent le
méme sous-espace vectoriel que wy = (3,1,2) et we = (1,—1,0).

Exercice 4. Soient les sous-ensembles de R3 :
F={(z,y,2) €ER®; 24+ y+22=0} et G={(z,y,2)€ER}; 2 +y=a+2=0}

(a) Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R3.
Soient les vecteurs : u; = (2,0,—1), uz = (0,2,—1) et ug=(—1,1,0).

(b) Montrer que {uy,us} engendre F. Vérifier que ug appartient & F'; déterminer des réels a et
b tels que usz = auy + bus. Les vecteurs uq, us, uz sont-ils linéairement indépendants ?

(c¢) Déterminer F'NG.

(d) Pour v = (z,y, z) dans R3, montrer qu’il existe un réel r tel que v, = (z +7r,y — 7,2 — 1)
appartienne a F. Exprimer ce vecteur v, comme combinaison linéaire de u; et us.

(e) Montrer que F + G = R3. Est-ce que F et G sont supplémentaires ?

(f) Montrer que le vecteur w = (—1,1,1) forme une base de G. En déduire que la famille
(u1,uz,w) forme une base de R3. Calculer les coordonnées de v, et v par rapport a cette
base.



Exercice 5. On considere les deux sous-espaces vectoriels E et F' de R? définies par :
E={(z,y,2) € R* z—y+z=0} et F={(x,y,2) €R® z+y+z=0et z—y—2z=0}.
(a) Donner une base pour chacun des sous-espaces vectoriels E, F, ENF et E + F.
(b) Montrer que E & F = R3.
Exercice 6. On considere les vecteurs suivants de R* :
up = (1,2,3,4), us = (2,2,2,6), uz = (0,2,4,4), v; =(1,0,—-1,2), vs = (2,3,0,1).
On pose : F' = Vect(uq, us, uz) et G = Vect(vy,v2). Donner une base, la dimension, et un systéme
d’équations caractérisant les sous-espaces vectoriels F, G, FNG et F + G.
Exercice 7. On considere les deux sous-espaces vectoriels E et F' de R* définies par :
E={(z,y,2,t) ERY, —z+z=0etz—y+t=0} et F=/{(z,y,21t) R y+z—t=0}
(a) Donner une base pour chacun des sous-espaces vectoriels E, F, ENF et E + F.
(b) A-t-on E+ F =R*?
Exercice 8. On considere les vecteurs suivants de R* :
Uy = (1u_37171)a Uz = (17_77176)7 usz = (37_1737_7)7

U1 = (1772a2771)a Vg = (73777 7632)7 U3 = (75787 7977)
Soit F' = Vect(u,us2,u3) et G = Vect(v1,ve,v3).
(a) Donner une base, la dimension, et un systeme d’équations pour F et G.
(b) Donner une base et la dimension pour les sous-espaces vectoriels F NG et F + G.

Exercice 9. Soient E; = Vect(S1) et Es = Vect(Ss), ol
Sy ={(1,-4,-2,2),(—4,-2,5,4), (6,—6,-9,0)} C R*,
Sy ={(-1,-2,1,2),(2,1,-3,1),(-1,1,1,3)} ¢ R*.
(a) Montrer que E; C FEs.
(b) By = E5? Si non, donner un vecteur de Fo qui n’est pas dans Fj.
Exercice 10. Dans R* on considere 'ensemble E des (z,y,2,t) tels que x +y+ 2+t = 0 et
Pensemble F' des (z,y, z,t) tels que x =y = z = t.
(a) Montrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans R*.
(b) Déterminer des bases de E et de F.
Exercice 11. Soit F; le sous-espace vectoriel de R* engendré par {(1,3,0,4),(2,0,1,2)} et Es
le sous-espace vectoriel engendré par {(1,1,2,3),(4,—1,0,2)}. Les sous-espaces E; et Ey sont-ils
supplémentaires dans R*?
Exercice 12. Dans R?, on considere les sous-espaces vectoriels F; = Vect(vy,v2) et By =
Vect(wy, we) avec v1 = (2,1,1) et va = (2,2,1), wy = (1,2, —1) et we = (2,1, 2).
(a) Déterminer la dimension de Eq N Es.
(b) Déterminer la dimension de E7 + Es.
(c) At-on : R3 = By + B, 7R3 = By @ Ey?
Exercice 13. Dans R*, on considere les sous-espaces vectoriels F; = Vect(vy,v2) et By =
Vect(wy, we), avec v; = (1,—1,0,1), v3 = (0,2,1,0), wy = (0,6,—1,4) et we = (3,3,1,5).
(a) Donner une base de F1 N Es.
(b) Donner une base de E; + Es.
(c) Déterminer un supplémentaire de E; + Fy dans R%.



